
1. はじめに 

 近年，軽量で高収納性という特徴を持つ膜材が，大型宇宙

構造物の構成要素として大きな注目を集めている．一般に膜

材は，圧縮力に対してほとんど抵抗することが出来ないため，

圧縮力の作用により容易に局所座屈を起こしリンクルを生じ

る．リンクルの存在は，膜面を利用した宇宙構造物の力学的

な特性に大きな影響を与え，また形状的にも本来の機能を損

なう可能性がある．例えばリンクルの発生によって宇宙用膜

面リフレクターの鏡面誤差が増大することや，ソーラーセイ

ル上の熱環境が悪化してしまうことなどが知られている(1,2)．

膜面宇宙構造物の設計ではリンクルの生じる領域を極力少な

くするように設計することが重要である． 

 地上の膜面建築物では，等張力曲面を目的関数とした形状

設計によって，リンクルを生じない膜面を実現させることが

多い(3,4)．理論的には等張力曲面によって膜面のリンクルを完

全に除去することができるが，設計の結果得られる膜面の形

状は限定されたものとなる．宇宙空間で用いられる膜面構造

物は，ミッションの目的から実現できる形状に制限があり，

形状を限定される設計は一般に望ましくない．また，その機

能を考えた場合，ミッションに影響を与える領域のリンクル

を低減するように設計を行えば十分であることが多く(5)，あ

る程度のリンクルを許容した上での構造設計が現実的である． 

 部分的にリンクルを許容した膜面宇宙構造物の設計は，張

力場理論を用いて行われることが多い(6)．張力場理論では，

膜面の大域的な力学特性と同時にリンクルの発生領域を求め

ることが可能であり，種々の設計パラメータを変化させ，リ

ンクル領域をミッションに必要な領域から分離させるように

設計を行うことができる(7)．ただし，この方法ではリンクル

の領域情報のみが求められるので，リンクルの強弱や設計変

数に対する感度を定量的に扱うことができない．近年，秋田

ら(8)は膜面のひずみエネルギを利用して定量的にリンクルの

強度を表すリンクル強度関数を提案した．またリンクル強度

関数の任意の設計変数に関する感度を射影行列により表し，

感度解析によるリンクル低減設計法を提案した． 

一般に膜面宇宙構造物では特に矩形膜を中心として，膜面

の周辺境界設計(9-11)がなされることが多い．著者らは，リン

クル強度関数を利用したリンクル低減設計法を，平面膜の境

界形状最適化に適用し有効性を示した(12)．本論文では，より

実効性の高い設計として，矩形膜の境界をテープで補強し，

その補強する領域を膜上のリンクルが低減するような設計を

考える．リンクル強度関数を目的関数とした最適設計の結果，

膜面上のリンクルを低減させる設計が得られることを数値計

算により示す． 

本論文の構成は以下の通りである．まず張力場理論におけ

るリンクルモデルの基礎式とリンクル強度関数の導出を文献

13,14 に従い示す．次にリンクル強度関数の感度評価式(8)と

リンクル低減設計法を示し，最後に矩形膜の周辺境界設計の

数値解析結果を示す． 

2. 射影行列によるリンクルモデルとリンクル強度関数 

 張力場理論に関してこれまでに多くの研究がなされている（文

献15 に多くの参考文献が示されている）．特に 1970 年代以降，

張力場理論を数値解析に適用するための力学モデルが数多く 
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提案されてきた．剛性変化法では，リンクルを生じた膜面の弾性

行列を張力に直交する方向の剛性を低下させるように修正し，

繰り返し計算により張力場理論に適合する数値解を求めている
(16～18)．また，リンクル状態にある膜面の変形勾配テンソルを張

力場理論に適合するように修正し，リンクルをモデル化する方法

も考案されている(19～22)．この方法は，近年，中篠ら(23)によって，

ある種の剛性変化法に帰結されることが示されている．また，秋

田らにより中篠らの方法の線形代数的な解釈がなされ，射影行

列を用いたリンクルモデルが提示されている(13,14)．本章では文

献 13,14 に従い射影行列を用いたリンクルモデルを示し，リンク

ルの強度を定量的に表すリンクル強度関数を導出する． 

2.1. 張力場理論の概要 
 はじめに，張力場理論の基本的な仮定について簡単に述べる．

張力場理論では，膜面の曲げ剛性を零と仮定し，膜面に圧縮応

力が作用した際，リンクルの形成によって圧縮応力は完全に解

放されるものと考える（図 1(a)）．このとき膜面の応力場は，一方

向の主応力が正，もう一方向の主応力が零となる張力場でモデ

ル化される．また，リンクルの形成に伴う面外変形は，等方弾性

膜を考えた場合，張力に直交する方向の面内収縮変形としてモ

デル化される(21)（図 1(b)）．このとき，面内収縮変形は主応力が

零の方向への変形となるため，エネルギを発生しない特殊な変

形モードとなる．これらの仮定から，張力場理論では膜面のリン

クル現象を座屈解析を行うことなく平面問題として扱うことができ

る．ただし通常の膜理論では，リンクルの形成に伴う面内収縮変

形を扱うことができず，特別な配慮が必要となる． 

 

2.2. 等方弾性膜の基礎式 
 本論文では等方弾性膜を解析の対象とする．平面応力状態に

ある等方弾性膜の x-y 座標系における応力，ひずみ成分は次

式のように三次元ベクトルで表すことができる． 

,x y xy x y xyσ σ τ ε ε ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦σ ε  (1) 

また，応力・ひずみ関係式は弾性行列C ，ヤング率E ，ポアソ

ン比ν を用いて 
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となる．いま，主軸座標系から角度θ 回転したx-y座標系を考え

ると，応力，ひずみ成分の主軸座標系から x-y 座標系への成分

変換式を，以下のようにベクトル形式で表すことができる． 
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ここに , ( 1, 2)i i iσ ε = はそれぞれ主応力，主ひずみであり 

1 2 1 2,σ σ ε ε≥ ≥     (5) 

とする．最後に以下の式で定義されるベクトル 3n を導入する． 

3 1 2= ×n n n     (6) 

式(3)の第１式と式(6)の内積をとり式(2)を考慮すると 

3 3( ) 0T Tf θ = = =n σ n Cε    (7) 

のように主軸角度θ とひずみベクトルε の関係式が得られる． 

2.3. 射影行列を用いたリンクルモデル 
ここでは文献 13,14 に従って射影行列を用いたリンクルモデ

ルを示す．まず張力場理論におけるリンクルの形成プロセスに

ついて考察しよう．いま，張力場状態にある膜面の主応力値を

1σ とする．図2(a) に示すように，変形プロセスとして，張力 1σ
による膜面の純粋な弾性変形を考える．このとき，膜面は張力に

よって引張方向に，またポアソン効果によって収縮方向に変形

する．このプロセスの変形の結果生じるひずみは，純粋な弾性

ひずみとなる．次に，この状態から，図 2(b)に示すように，膜面

がリンクルの発生に伴い張力に直交する方向に収縮変形する

プロセスを考える．張力場理論の仮定から，このプロセスの変形

は，エネルギを発生しない特別な変形モードとなる．この変形モ

ードの結果生じるひずみを，リンクルモード変形と呼ぶことにす

る．張力場理論ではこれらのプロセスの重ね合わせとしてリンク
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図1 張力場理論の基本的な仮定 



ルが形成されると考えられ，リンクルを生じた膜面の全体ひずみ

は，弾性ひずみとリンクルモード変形の重ね合わせで表現され

る． 

 
 次に弾性ひずみとリンクルモード変形をベクトル形式で表し，

射影行列によるひずみの分解表現を求める．式(3)を使って一

軸の張力状態にある膜面の応力ベクトル tσ を 

1 1 2 1 10t σ σ= + =σ n n n    (8) 

と表すことができる．いま， wε をリンクルモード変形ベクトルとす

ると， wε がエネルギを発生しない条件は 

0T
w t =ε σ     (9) 

となる．よって 

2 1 0T =s n     (10) 

が成り立つことに注意すると， 2wε を非零のスカラー値として張

力場理論の仮定からリンクルモード変形ベクトルを以下のように

表すことができる． 

2 2w wε=ε s     (11) 

式(8)と式(11)の内積を取ると 

2 1 2 1 0T T
w t wε σ= =ε σ s n    (12) 

となり式(9)を満たすことがわかる．いまリンクル発生後の膜面

の全体ひずみベクトルをε と置くと，弾性ひずみベクトル eε は

ε と wε の差分として次式のように表される． 

2 2e w wε= − = −ε ε ε ε s    (13) 

弾性ひずみは，純粋な弾性変形の結果生じたものと考えられる

ので， tσ と eε の間には次式のような通常の応力ひずみ関係が

成り立つ． 

( )2 2t e wε= = −σ Cε C ε s    (14) 

式(11)，(14)を式(12)に代入して整理すると 
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が求められる．式(15)を式(11)，(13)に代入すると，リンクル

モード変形と弾性ひずみのベクトル表現が以下のように求めら

れる． 
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ここにIは 3×3 の単位行列であり， 
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である．行列 ,P Qは次式を満たす射影行列となる(13,14)． 
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ただし0は 3×3 の零行列である． 

2.4. リンクル強度関数 
リンクルを生じた膜面の弾性変形は eε によって表される．この

とき，膜面の物質点におけるひずみエネルギ密度関数φeは 

1
2

T
e e eφ = ε Cε     (20) 

と表される．ここで式(20)に式(17)を代入し式(19)を考慮す

ると 

( )1
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T
e p wφ φ φ= − = −ε C I Q ε   (21) 

を得る．ここに 

1 2 T
pφ = ε Cε     (22) 

1 2 T
w w wφ = ε Cε     (23) 

である．式(22)は，通常の膜理論のひずみエネルギ密度関数

の定義式と一致する．この関数は全体ひずみベクトルε により

定義されるが，ε にはエネルギを発生しない収縮変形に対応す
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図2 リンクルの形成プロセス 



るひずみ wε を含んでいるので，実際のひずみエネルギよりも

大きな値となってしまう．このときの過剰分のエネルギに対応す

るのが式(23)で表されるφw であり，行列Cの正定値対称性

から非負の値を取る．φw は wε に依存したスカラー関数，つまり

リンクルによる膜面の収縮量に依存したスカラー関数となり，φw

の値が小さいほど膜面に生じたリンクルの強度が弱い状態にな

ると考えられる．仮にφw = 0 とすると， w =ε 0，つまり膜面にリ

ンクルが存在しない状態となり，このときφe とφp は一致し，膜

面のひずみエネルギ密度関数は通常の膜理論のものと一致す

る．本論文ではφw を膜面の物質点のリンクル量を定量的に表

す関数と考え，リンクル強度関数と呼ぶ(8)． 

3. リンクル強度関数の感度とリンクル低減設計 

本章では文献 8 に従い，前章で求めたリンクル強度関数の感

度評価式とリンクル低減設計への適用方法を示す． 

3.1. 膜面の有限要素および全体のリンクル量の定義 
前章で定義したリンクル強度関数は，膜面の物質点における

リンクル量を表すものであった．ここではまず膜面の有限要素

および膜面全体のリンクル量を定義する．いま，有限要素により

離散化された膜面を考える．このとき，k 番目の膜要素のリンク

ル量を次式により定義する． 

1 2( , )
e

k
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U r r dVφ= ∫    (24) 

ここで eV は変形前の膜要素の体積を表し， ir は膜要素の埋め

込み座標を表す．また膜面全体のリンクル量を次式により定義

する． 
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ここで eN は膜要素の総数を表す． 

3.2. リンクル強度関数の感度 
リンクル強度関数のひずみ感度を求めよう．式(23)に式

(16)を代入し式(19)を考慮すると 

1
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を得る．さらに上式の両辺の変分をとり式(19)を考慮すると 
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の関係を利用して式(18)から 
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が求められる．式(29)を式(27)の右辺第二項に代入し，式

(7)を考慮すると 

0T δ =ε C Qε     (30) 

を得る．よって式(30)を式(27)に代入すると，φw の全体ひず

みベクトルεに対する感度が 

wφ∂ =
∂
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    (31) 

として求められる． 

3.3. 膜要素のリンクル量の変位感度 
いま，k 番目の膜要素における節点変位ベクトルを 

とする．式(24)より膜要素のリンクル量の変位感度は 
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と表される．ここで 
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は，通常のひずみ・変位関係を表す行列である．式(31)を式

(32)に代入すると 
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を得る． 

3.4. 膜面全体のリンクル量の設計変数感度 
有限要素により離散化された膜面の全体節点ベクトルをU と

する．このとき，式(25)，(34)より膜面全体のリンクル量 wU の

Uに対する感度は 
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となる．ここで
kL は次式で定義されるブーリアン行列である． 

k k
e =u L U     (36) 

次に wU の任意の設計変数 bj に関する感度を，半解析微分

法(24)により求める．いま，q を内力ベクトル，f を外力ベクトルと

すると，非線形有限要素法における力の釣り合い式は 

( ( ), )j jb b =q U f     (37) 

と表される．上式に対し，設計変数bj の変分を考えると, 
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となる．式(38)よりUの bj に対する感度は次式で与えられる． 
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ここに 

T
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は接線剛性行列である．式(39)において，q の bj に対する感

度を求める必要があるが，これを解析的に求めることは一般に

困難である．半解析微分法では，q の感度を次式に示すような

数値差分に置き換えて評価する． 

j jb b
∂ Δ
∂ Δ
q q

    (41) 

ただしΔbj は，設計変数の微小な摂動量であり，数値的に与え

られる．また，Δq は設計変数の摂動に対する内力ベクトルの微

小変化量を表す．式(35)，(39)，(41)より wU の設計変数に

対する感度評価式が 
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として求められる． 

3.5. リンクル低減設計問題 
いま設計変数の総数を dN として設計変数ベクトルを 

[ ]1 2
T

Ndb b b=b    (43) 

で定義する．このとき膜面のリンクル低減設計問題は次式で定

義される(8)． 

Minimize: ( )wU b    (44) 

本論文では最急降下法によって式(44)の解を求める．式(44)
の目的関数 wU の感度ベクトルは 

1 2

T

w w w w

Nd

dU dU dU dU
d db db db

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦b

 (45) 

となり，このとき wU の最急降下方向は 

wdU
d

−
b

     (46) 

で求められる．式(46)を用いて，最急降下法の l 番目のステッ

プにおける設計変数の更新則は次式で与えられる． 

(0)

( 1) (0) ( 1)

l

i i w
l l

dUs
d

+ +

=

= −
b b

b b
b

  (47) 

ここに上付の(i)は l番目ステップにおけるラインサーチの増分ス

テップ数， s はラインサーチの増分量を ca として次式で定義さ

れる増分係数である． 

( 1) ( ) (0), 0i i
cs s a s+ = + =    (48) 

式(47)の感度ベクトルはラインサーチの初めの増分ステップ

のみで計算される．ラインサーチは以下の条件が満足されるま

で増分を続ける． 
( 1) ( )( ) ( )i i

w l w lU U+ ≥b b    (49) 

上記の条件が満足された場合（このときの増分ステップを li n=
として），設計変数ベクトルを 

( )(0)
1

ln
l l+ =b b     (50) 

のように更新し，最急降下法のステップを１つ進める．更新され

た設計変数ベクトルにより新たな感度ベクトル 

(0)
1l

wdU
d

+=b bb
    (51) 

を計算し，再びラインサーチを開始する．最急降下法の収束条

件は以下の式で定義される． 
( ) ( )

1( ) ( )l ln n
w l w lU U+ ≥b b    (52) 

以上の最急降下法の手順を図3 に示す． 

 

4. 矩形膜の周辺境界設計 

 本章ではリンクル強度関数を利用したリンクル低減設計の有効

性を示すために，矩形膜の境界をテープで補強する際の補強

領域を設計変数とした，リンクル低減設計問題を考える． 

4.1. 設計モデル 
設計モデルとして図 4(a)のように周辺境界に一定厚さのテー

( )i

lb

i = 0 ?

START
(0)
1b

END

(47)

(50)

(49) ?

(52) ?

i =
 i+

1
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1
, i =

 0Yes
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No

No

(0),s i = 0, l = 0

(48)

図3 最急降下法の手順 



プを貼り付けた矩形膜を想定する．矩形膜の四頂点にハブを設

置し，頂点に強制変位を与え膜面に張力を与える．このとき，ハ

ブを起点に放射状にリンクルが発生する．初期設計では，ハブ

の頂点間を直線で結ぶようにテープの貼り付ける． 
設計モデルでは，図1(b)のように矩形膜の 1/4 三角形モデル

を考え，ハブの長さ 1d とテープ境界と左辺，底辺までの距離

2d ， 3d ， 4d を設計変数とする．式(44)の最小化問題の解を

最急降下法により求める．膜材は厚さ 7.5μm のポリイミドフィル

ムを仮定し，ヤング率2.5GPa，ポアソン比0.3とする．テープ部

分も同様の物性値を持つポリイミドフィルムを仮定するが，厚さ

を 100μm とする．三角形モデルの一辺を 1.0m，ハブの幅を

20.0mm とし，δ = 5.0mm の強制変位を与えたときにリンクル

量を最小にするような設計変数を求める． 

 

4.2. 解析結果 
最急降下法の結果を図5に示す．図5(a)は，最急降下法の反

復回数と wU （初期値で正規化）との関係が示されている．図か

ら反復回数が9回目のときに wU が収束しリンクル量が大幅に減

少していることがわかる．同様に反復回数と設計変数（初期値で

正規化）との関係を図 5(b)に示す．また図 6 に反復回数 9 回目

の最急降下法収束時のテープの貼り付け領域を示す．これらの

図からハブ部分の領域が縮小し，テープの境界領域は斜辺の

中点を最大点として頂点に向かって面積が減少するような領域

形状になっていることがわかる． 

 
図 7 に初期設計と最終設計における膜面のリンクル強度関数

の分布図を示す．図から初期設計時には矩形膜周辺部のリンク

ル強度関数の値が大きいが，リンクル低減設計により，最終設計

でこれらの領域のリンクル強度関数の値が低減されることがわ

かる．さらに図 8 に，シェル要素を使ったリンクル解析結果を示

す．解析は MITC 要素用いた疑似分岐座屈解析(25)により行い，

リンクルの形状を求めている．図からシェル要素を用いた解析

においても初期設計に比べて最適設計では，リンクルの発生が

抑制されていることがわかる．このことから，リンクル強度関数を
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図4 矩形膜のテープ貼り付け領域設計モデル 
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図5 解析結果 



減少させることで，実際のリンクルを減少させることが可能である

ことがわかる． 
 

5. まとめ 

本研究では，射影行列を使ったリンクルモデルに基づき，リン

クル強度関数の定義を示した．また，リンクル強度関数の感度評

価式を利用したリンクル低減設計法を示した．矩形膜の周辺境

界設計問題として，矩形膜の境界をテープで補強することを考

え，その補強領域を膜上のリンクルが低減するように設計する問

題を考えた．リンクル強度関数に基づくリンクル低減設計法によ

って，膜面上のリンクル強度関数を低減させる設計が得られるこ

とを数値計算により示した．またシェル要素を使ったリンクル解

析においても，リンクル低減設計法によって求められたモデル

でリンクルの発生が抑制されることを示した．今後は，貼り付け

面積一定などの制約条件を入れた最適設計や，実証実験によ

るリンクル低減設計の有効性を検証していきたい． 
 

(a) Initial design (i = 0)

(b) Final design (i = 9)

HighLow           
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図7 リンクル強度関数の分布図                  図8 シェル要素によるリンクル解析結果
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Boundary Design of Rectangular Membranes for Wrinkle Reduction  
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SYNOPSIS 
    An optimum boundary design to minimize wrinkle intensity of a square membrane is investigated. The wrinkle intensity in a partly 
wrinkled membrane is evaluated from an apparent strain energy resulting from the deformation through wrinkling. This wrinkle intensity 
is used as an objective function for wrinkle reduction. As a numerical example, the taped regions around the boundary of square 
membrane are designed to minimize the wrinkle intensity. The numerical result shows that most wrinkles are eliminated by the 
optimization that is confirmed by the shell model analysis. 
 
 

*1） Assistant Professor, Osaka Prefecture University 
*2） Associate Professor, Osaka Prefecture University 
 


