
膜構造物の応力減少に関する解析的予測

加藤史郎・1

吉野達矢・2

南宏和・3

梗概

著者らは膜材料の材料非線形性を表現するために織構造裕子モデルに基づいた構成則を，また，幾何学的非線形

性を考慮した応力-変形解析を行つために.8節点アイソパラメ トリック要素を用いた有限要素解析手法を提案し

てきた。そこで本報では，次の荷重履歴 :初期張力3kgf/cmが導入された偏平日P膜構造物を 1年間放置し ;そこ

へ，積富荷重60kgflm2を鉛直下向きに載荷し;この状態でさらに i日放置し ;最後に荷重の除荷を想定した解析を

行う。この解析結果より，時間の経過および積雪荷重の載荷・除荷に伴い応力がどのように変化するかについて予

iJIIJを行う。

1.序

膜材料の応力 ・ひずみ関係は非線形性が強く，粘性により応力緩

和およびクリープが生じる。また，膜材料を用いて形成された曲面

は比較的変形が大きい。したがって，実際の膜構造の挙動を精度よ

く分析するには，粘性を含んだ材料非線形性と幾何学的非線形性を

考慮する必要がある。しかし，通常の設計では，材料線形 ・幾何学

的非線形として解析されている場合が多い。このため，実際の膜構

造物に生じる応力等を正確に表現できていない可能性が考えられる

ばかりでなく ，施工時およびその数年後の応力状態を予測すること

が難しい。これらの現象に注目 した研究が続けられてきたが，特に，

粘性に注目した研究1引はほとんどなく ，最近では，西川らの研究6)

と著者らの研究 10)のみである。

著者らは，応力 ・ひずみ関係の非線形性を表現することを目的と

して次に示す研究を行ってきた。膜の材料非線形性を表現するため

にH.J.Schockηにより提案されているモデルを拡張した織構造裕子モ

デル的を提案した。このモデルでは，膜材料が繰り返し載荷を受け

る場合的膜材料に作用する応力の比が載荷ごとに変化する場合9)にお

いても実験結果の応力 ・ひずみ関係を表現できることを示した。さ

らに，前報聞では，粘性に注目し，織構造格子モデルを構成する部

材に 4要素Voigtモデルを導入し，構成方程式を拡張した。南ら叫に

よる応力緩和およびクリ ープ試験の結果と比較し，提案したモデル

の妥当性を確認した。

一方，織構造格子モデル助を 8節点アイソパラメトリック幽面要

素を用いた有限要素解析手法川に導入し，材料非線形性を考慮した

応力 ・変形解析例として. 2軸引張試験のシミュレーション川を

行った。また.HP曲面に積雪荷重を戦荷する解析日}を行い，日本

朕構造協会が提案する直交異方性体14)と仮定した構成方程式を用い

た応力・変形解析結果と比較する ことにより，著者らが提案した解

析手法の有用性を示した。さらに，南ら 11)と瀬)1jl)によって行われ

た実験(正方形平面膜に分布荷重および集中荷重を紋荷した実験)

と比較し，本手法の応用性を確認した附。

そこで本研究では，初期張力が3kg併mのHP幽函に外力を与え

ず1年間放置し，その後，積雪荷重を想定した面外力が作用させ，

1日放置し，積雪荷重を除荷する応力 ・変形解析を行う。各状態で

の応力分布を求め，初期張力に対して応力がどの程度変化するかに

ついて分析する。ただし，構成方程式には織構造裕子モデルに基づ

いた構成則8)を8節点アイソパラメトリ ック要素を用いた有限要素

法川を用いる。

*1 豊橋技術科学大学建設工学系 ・教授，工博 *2 豊橋技術科学大学大学院機械・構造システム工学専攻 ・大学院生，工修

勺 太陽工業(株)空間技術研究所 ・副所長(豊橋技術科学大学建設工学系 ・客員教授).工博
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2 膜材料の構成則

本報では，恒久建築物に使用されるA種の膜材料を対象とする。

解析に当たり，膜材料の応力・ひずみ関係に織構造裕子モデルを用

いた構成則を用いる。

2. 1 織情造格子モデル明

2. 1. 1 単位要素(織摘造格子モデル)による情成則

H.J.Schock川こより提案されているモデルを拡張した織構造裕子モ

デル(図 1)に基づいて構成則の定式化を既報l引において行った。

たて糸方向をιよこ糸方向をηとする座標系を用い，この単位要

素は一辺の長さがそれぞれa。と九の長方形である。グラスフ ァイ

パーで撚り合わされているたて糸とよこ糸のそれぞれを表すため

に，たて糸方向には A部材，AA部材， A部材が，ょこ糸には B部

材， BB部材， B部材がそれぞれ2組ずつ配置されている。たて糸

とよこ糸は，交点Kで東材Vによって結合されているものとする。

これらは，主に膜材料の l軸・ 2軸の特性とクリンプ交換を表すた

めの要素である。一方，たて糸とよこ糸で構成される薄いシートの

裏と表に塗布されるコーティングの特性を表す部材として，たて糸

方向にC部材，よこ糸方向にD部材，ならびに，斜め材としてE，F

部材が配置される。C，D部材は，主にコーテイング材の伸び作用に，

E，F部材はコーテイング材の努断並びに伸び作用に関連する。コー

ティング材は，たて糸とよこ糸に挟まれた領域にも浸潤しているた

め，たて糸とよこ糸のなす角の変化に抵抗すると想定される。した

がって，H.J.Schockηのモデルでは採用されていないが純勇断を表す

努断抵抗面要素R，が仮定されている。これより，膜材全体としての

面内勢断作用は，先の E，F部材とこの努断抵抗面要素R，の和で表

される。

2・2.織構造格子モデルを構成する部材の材料特性

織構造格子モデルを構成する部材に単純Maxwell(g)要素と単純

Yoigt(i)要素を直列結合した図 2 示す 4~繁 Yoigt モデルを導入す

る。

ここで，Cgは各部材の区分的弾性定数Egの逆数，すなわち

ら=ljEgであり， ~単塑性特性を支配する定数である。一方， C;は

コンブライアンス(=lfE;)，ηsおよびηiは粘性係数であり，粘弾性

特性を支配する定数である。また，~は Maxwell 要素の緩和時間

(= Cgηg) ，需は Yoi必要素の遅延時間(=Cil1;)である。

本研究では，g菜材の弾塑性成分と粘性成分が互いに独立している

と考え， Maxwell要繁のぼねで部材の弾塑性特性を表す。したがっ

て，増分ひずみ企Eは式(1)のように 3つの成分の和として表わされ

る。

注) 膜材料では応力を kg併mで表わすことが慣用となっている

のでここではそれに従った。

jピラゲ

図l 織構造裕子モデル
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ただし，

D.t:g1 : Maxwell要紫の弾塑性増分ひずみ成分

D.t:g2 : Maxwell要素の粘性増分ひずみ成分

D.t:; : Yoigt要素の粘弾性増分ひずみ成分

なお，直線部材の弾塑性履歴特性については，既報9)にその詳細が

示されているのでここでは省略する。

また，ここでは任意時刻tから t+邸への応力が線形的に変化す

る(図 3)と仮定する。

σ(t) =σ(t;) +竺(t-t;)
llt 

(2) 

ただし，

企σ=σ(tj+l)ーσ(tj) ， D.t = tj+1ーら (3) 

各増分ひずみ成分を求め，式(1)に代入し，織構造格子モデルの各

部材に対する増分型構成方程式，

企σ=ETM+ f (4) 

を得る。ただし，

D.Eg1 

η;，7; 
e ー Voigt要素

Maxwell要素

D.Eg2 

D.E; 

σ+ 

図2 4要素要素 Yoigtモデル
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図3 応力の線形性の仮定

r _ t:J l-I 
1_ C. T T ーす l 

ET = I C. + _.: ~t + (lーよ+2-ν )C;I 
， I • 2ζ ~t M "1 

(5) 

|I4ε;(l;)， I 
f=-Erl ~ Cgσ(ち)+(1-e勺 )C;{σ(ち)-tι}

I 

である。ここで，~t→0 とすることにより ， 式(4)は粘性を考慮しな

い場合の構成則として用いることができることは容易にわかる。

2 -3 . 構成方程式の誘導

ここでは，織構造格子モデルを形成する単位要素に仮想仕事の原

理を適用して，有限要素法への適用を目的とした増分型の構成方程

式を誘導する。定式化の詳細は，既報91に示されているので，ここ

ではその概要を示すこととする。

織構造格子モデルを構成する部材Kの無ひずみ状態における長さ

がfOKであり，増分前のひずみ状態での長さがん，増分後の長さが

lKで表されるとき，増分ひずみを次式のように定義する。

ce町一 (K)
6Ev = 

\.~r. ~ /(..1 

n 

fOK 
(6) 

また，仮想、増分ひずみ δ(~E~) ， δ(llEη) ， δ(企γ)が与えられたとき，

それに対応する膜材に作用する単位長さ当たりの断面力を

N~ ， N~ ， N~~ とすると，膜材の仮想増分ひずみエネルギーは次式と

なる。

8U=ab [N占δ(~E~)+Nry8(Mry) +N~ryδ(~γ)] (10) 

いま，式(9)と式(10)が等しく仮想ひずみが任意であること，また，

~E~等の 2 次の項が微小である ことよ り ， ~E~ ， ~Eryおよび、企γ を未

知数とする増分型構成方程式を得る。
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2.2. 3 織精進格子モデルを情成する部材の諸定数の決定

織構造モデルを構成する部材の諸定数は文献9)において 2軸引

張および努断試験結果をシミュレー卜することが可能であることを

確認した表 lに示す値を用いる。ただし，粘性に関する諸定数は表

2に示す値を用いる。この定数は応力緩和においてたて糸方向・よ

こ糸方向ともに3kg併 mの初期張力がl年後に半分のl.5kgf/cm程度

になるように著者らによって仮定された値である。これらの諸定数

を用いて初期張力3kgf/cmで応力比が(1:0)，(0:1)， (1:1)に対する応力

緩和現象のシミュ レート結果を図4に示す。

3.泊分型剛性方程式

応力 -変形解析を行うにあたり， 8節点アイソパラメトリック曲

面要素を用いた増分型剛性方程式を用いる。ただし，増分型剛性方

また，式(3)を用いる ことにより，粘性を考慮した場合の織構造格 程式の誘導は既報川が詳しいので，本報では省略する。

子モデルを構成する各部材の増分後の軸力は 応力・変形解析において圧縮応力が生じた場合， 一般に膜材料が

NK = ETKAoK~EK + (σOK + fK)AoK (7) 

のよう に得られる。ここで，んは粘性を考慮したときの見かけの応

力である。同様に，粘弾塑性特性を考慮した場合の勇断抵抗商要素

の増分後の努断力は，

S=KT~γ+ (So + fs) (8) 

となる。 したがって， 単位要素を構成する各部材の仮想、増分ひずみ

エ不ルギーの総和は次式となる。

8U = 48(~EA L)らANA+4δ(~EA N)loAσOAA咽A

+48(企EBL)loBNB + 48(~EB N)loBσOBAoB 

+2δ(企EAA )らAANAA+ 2δ(~EBB)IOBBNB8
+2δ(~Ec)locNc + 2δ(M:D)IODND 

+2δ(~EE)IOENE +2δ(~εF)IOFNF 
+4δ(~Ev)lovNv +αb (~r)S 

(9) 

圧縮に抵抗し得ない材料と考えられていることから，要素の剛性の

低下を考える必要がある。著者らの提案する織構造格子モデルは，

格子を構成する部材の履歴特性として剛性の低下を考慮している。

4.応力 ・変形解析

4. 1 解析条件

等張力曲面として近似理論解が知られているHP曲面を想定する。

図5に解析モデルの形状を示す。ただし，曲面は次式で与えられ

る。

H
 

V
A

一P
U

X
一A

Z
 

( 15) 

ここに， A=5m， B=5m， H=1.25mとする。また，要素分割を図 6に示

す。
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織構造格子モデルの諸定数表l

α。=0.1375cm.九=0.1000cm. (10 = ao/3.ん=九/3.鳥=36.00• 旬。 =0.0102cm . h~o =0.0162cm 

要素 (cAm。2) fo EI.EI' E
2
• E

2
' E3' E3' Ey(l%，E) yl' E y(M r %E ) YJ 4 

n け1
1

m
2 

(cm) (kgf/cm) (kgf/cm) (kgf/cm) 

A 0.0016/2 0.0470 28550 28550 285500 0.00 0.30 

AA 0.0016/2 0.0458 28550 28550 285500 0.00 0.30 

B 0.0016/2 0.0371 28550 28550 285500 0.00 0.30 

BB 0.0016/2 0.0333 28550 28550 285500 0.00 0.30 

C 0.0020/2 0.1375 34000， 34000 13500， 9000 6800，2000 0.30，ー0.06 1.20，-1.20 0.00 0.07 0.50 

D 0.0020/2 0.1000 31500，31500 12500， 12500 4000，4000 0.30， -0.35 0.70， -0.70 0.00 0.08 0.50 

E，F 0.0014 0.1700 5100， 5100 0，0 0，0 0.20， -0.20 1.00，・1.000.00 0.00 0.00 

V 0.0025/4 0.0175 32 32000 -19.00 

Y 

X 

HP曲面図5

粘性に関する諸定数

要素 (mT in) 
C T 

(cm流ω (min) 

C 3000000 0.000035 7000 

D 2800000 0.000043 7000 

V 2000000 0.000001 50 

弓
d

d
『

2
J
司，
，u

t

A

応力 (kgf/cm)応、力比(1:0)の
たて糸方向応力

応力比(0:1)の
よこ糸方向応力

表2

ノご¥
2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 

Time (month) 

X 

--ーー

節点a

。

応力比(1:0)と(0:1) (a) 

応力 (kgf/cm)

ζ

J

A

斗

今‘
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司
''u
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2 3 4 5 6 7 8 9101112 

Time (month) 

。

要素分割図6
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応力比(1:1) 

初期張力 3.0kgf/cmに対する応力緩和

(b) 

図4



境界条件は外局の節点の変f立をすべて拘束し，内部の節点はすべ

て自由とする。

荷重は次の手順で導入される。たて糸方向およびよこ糸方向共に

初期張力3kgf/cmを導入する。この状態を(0)と定義する。初期張力

が導入されたまま， 1年間放置する。 l年後の状態を(1)と定義す

る。ただし，この間に外力は載荷されないものとする。積雪荷重を

想定し，鉛直下向き 60kg/m2の等分布荷重を瞬時に載符する。載荷

後の状態を(2)と定義する。ここで，60kgf/m2を載荷したまま，1日

開放置する。 1日放霞した後の状態を(3)と定義する。60kgf/m2の荷

重を除街し，荷重を開放する。この状態を(4)と定義する。ただし，

媒材料の自重は考慮しない。

膜材料のたて糸方向5は，曲面の吊りとなる方向に，また，よこ

糸方向ηは，曲面の押さえとなる方向に配置する(図6)。なお，同IJ

性マトリッ クス等の積分には， 2 x 2のGauss積分を用いる。

4. 2 解析結果

図6に示す積分点 1，2，3に関する応力ひずみ曲線を図7に，

応力・時間曲線を図8に，そして，各状態における応力の値を表3

に示す。積分点lは積雪荷重を載荷した時点でたて糸方向の応力が

最大となる積分点で，積分点2は同時点でよこ糸方向の応力が最小

となる積分点である。積分点3は朕曲面中央部に一番近い積分点で

ある。また，鉛直荷重に対して，図6に示す節点A，B， Cの鉛直

変位を図 10に，各状態における鉛直変位を表4に示す。さらに，各

状態における曲面全体の応力分布および等高線をそれぞれ図9，11

に示す。

状態(0)において，膜曲面のたて糸方向およびよこ糸方向に導入し

た3kgf/cmの初期張力が l年後の状態(1)で約 1.2-1.5kgf/cn】(初期

張力の30-50%)程度まで減少した。この時，曲面中央は0.3cm上

向きに変位した。この原因は次に示すことであると考えられる。応

力(1:1)の時の各糸方向の応力緩和量は図 4に示すように，たて糸方

向よりよ こ糸方向が大きくなるように定義している。このため，膜

曲面においてもたて糸方向に比べよこ糸方向の応力が緩和し，押さ

え方向(よこ糸方向)が吊り方向(たて糸方向)の応力に比べ小さ

くなり ，上向きの不釣り合い力が生じる。この不釣り合い力によ

り，朕曲面中央が持ち上がることになる。本解析では膜材料の自重

や吊り荷重を考慮していないが，これらを考慮することにより鉛直

下向きに変形する性状が現れるだろう 。

(1)の状態に積雪荷重を想定した60kgf/m2を鉛直下向きに載荷した

状態(2)に注目する。積分点 Iの応力がたて糸方向，よこ糸方向それ

ぞれ， 11.2， 2.4kg併mとなり，たて糸方向の応力が全積分点におい

て最大であった。 また，積分点2は同様にそれぞれ， 1.5，ー0.2kgf/

cmとなり， よこ糸方向の応力が全積分点おいて，唯一，負の応力

(圧縮)を示 した積分点であった。積分点2の周辺でたて糸方向の

しわが発生するものと考えられる。また，掠断応力は最大0.3kgf/cm

であり，ほとんど発生していない。

60kgf/m2の荷重を載荷したまま，1日開放置した状態(3)に注目す

る。この l日間において，積分点2のよこ糸方向が引張応力になっ

たこと以外，応力および変位において大きな変化は見られなかっ

た。ただし，この状態における鉛直変位が中央で-25.9cmであり最

大であった。

荷重を除荷した，無荷重状態(4)では，積分点 1のたて糸方向とよ

こ糸方向の応力がそれぞ、れ，0.3， 0.9kgf/cmとなり，全積分点にお

いて初期張力として導入した 3kgf/cmに対し，約 10~ 35%まで減

少することが予測される。

5、 結語と今後の課題

本報では，粘性をも考慮した構成方程式を用い，膜材料で形成さ

れた HP曲面の時間経過と外力の載荷に対する応力・変形解析を

行った。ただし，粘性に関する定数は 1年間の放置した応力緩和お

よびクリープ試験結果がなかったため，著者らによ って仮定された

値を用いた。この結果から，膜曲面に導入した初期張力は，積雪荷

重の載荷時に圧縮力が生じる領域が存在すること，また，最終的に

約 10-35%まで減少することが予測された。

本報で用いた粘性に関する諸定数は著者らによって仮定した値に

過ぎない。今後の課題として， 1カ月， 1年程度の応力緩和および

クリ ープに関する特性を把握することを目的とした実験を，また，

膜材料の裁断形状および初期張力導入に伴う施工時のプロセスを考

慮した応力・変形解析を行う予定である。
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表3 積分点 1，2， 3の応力 (kg併m)

積分点 l 積分点2 積分点3

NQ N('グ N ... N • N(~ N ... N 勾 N(Q 

1.2 0.0 1.5 1.3 0.0 1.2 1.2 0.0 

2.4 0.3 1.5 ー0.2 0.0 9.8 0.9 0.1 

2.7 0.3 1.4 0.1 0.0 10.0 1.1 0.0 

0.9 0.1 1.3 1.0 。。 0.7 0.8 0.0 
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図 7 応力・ひずみ関係
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図8 応力・ひずみ関係
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図 10 荷重・変位関係

表4 節点A，B， Cの変位 (cm)

NodeA Node B Node C 
State 

x y z X y z X y z 

(1) 0.0 0.0 0.3 2.1 2.1 ー0.4 手2.0 2.0 1.1 

(2) 0.0 0.0 -25.2 0.4 0.4 局 17.7 -3.7 3.7 司 19.8

(3) 0.0 。。-25.9 0.4 0.4 ー18.0 -3.8 3.8 -20.3 

(4) 0.0 。。 -13.9 1.3 1.3 -9.1 -3.0 3.0 ー10.0
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ANAL YTICAL ESTIMATION FOR STRESS RELAXATION 

ON TENSIONED MEMBRANES UNDER LONG TERM LOADING 

SYNOPSIS 

Shiro Kato・l

Tatsuya Yoshino・2

Hirokazu Minami・3

The present paper focuses on r巴laxationof initial stresses in hyp巴rbolicparaboloidal roof of tensioned membranes for long 

term loadings. To follow such a behavior， eight-node isoparametric elements incJuding visco-elasto-plastic constitutive equations 

that have been drawn by fabric lattice model， are utilized. The long term loadings釘 eapplied to HP roof through following 5 

steps; (0) initial str巴ssesare introduced into the membrane roof to form th巴HProof， (1) th巴roofis 1巴ftfor one year without 

externalloading， and (2) uniform snow loading of 60kgf/m2 are applied， and then， (3) the roof is left for one day with the uniform 

snow loading， and finally， (4) the snow load is released to zero. 

From the analytical results， the facts that almost of initial stresses are lost for long term loadings are revealed. 
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